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EIGENWERTE UND DIE SPEKTRALTHEORIE

1.1 WAS SIND EIGENWERTE?

Multipliziert man die Matrix A mit den Vektoren x, und x, *:

ol 3=

dann ladsst sich bei den Produkten Ax; und Ax, ein interessantes
Phanomen beobachten. Es gilt:

Ax, = 1 , Ax, = 10 .
0 2

Bei ndherem Hinsehen stellt sich heraus, dass sich der Vektor x, trotz
Multiplikation mit der Matrix nicht verdndert hat, die Eintrdge des
zweiten Vektors haben sich verdoppelt. Man konnte also stattdessen
schreiben:

Ax; = 1x; = 1 , Ax, = 2x, = 10 .
0 2

In diesem Fall lasst sich die Multiplikation mit einer Matrix durch
Multiplikation mit einem einfachen Skalar ersetzen. Diese Skalare  Das Nomen
werden Eigenwerte genannt. Die Vektoren, bei denen eine solche Glei-  ~Skalar“bedeutet
chung gilt, werden Eigenvektoren genannt. Die Nutzung des oben einfache Zah.

’ B ) C . Gewohnliche Zahlen
beobachteten Phanomens bildet das Fundament der Theorie der Eigen- .. 7011 s0 von
werte, auch Spektraltheorie genannt. Das oben Gesehene ldsst sich  Vektoren oder

mathematisch zusammenfassen: Matrizen sprachlich
klar getrennt.

Ax = Ax. (1)

Aus dieser Formel lassen sich zwei weitere Gleichungen zur Berech-
nung von Eigenwerten und Vektoren herleiten. Bringt man Ax auf die
linke Seite und klammert x aus, so kommt heraus:

(A—AI)x = 0. (2)

Der Vektor x = 0 16st die Gleichung. Da diese Losung aber un-

abhédngig von der Fragestellung immer gilt und daher keine neuen

1 Einleitung nach Bronson [4] Seite 177
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Eine Ahnlichkeits-
transformation ist
eine Abbildung der
Form B = C~'AC.

EIGENWERTE UND DIE SPEKTRALTHEORIE

Informationen beisteuert, ist sie trivial und wird in der Praxis aus-
geschlossen. Um nun ohne den Nullvektor das Problem noch 16sen zu
konnen, muss also ein Eigenvektor x die Spalten von A — AI zum Null-
vektor kombinieren. Anders formuliert muss eine Spalte von A — Al
eine Linearkombination der anderen Spalten von A — Al sein, die De-
terminante ist in diesem Fall immer 0. 2 Aus dieser Idee kommt die
Gleichung zur Berechnung der Eigenwerte 3:

det(A —AI) = 0. (3)

Was erst einmal wie eine Kuriositdt anmutet, wird in der angewandten
Mathematik an vielen Stellen verwendet. Denn Eigenvektoren sind
zusammengefasst in einer Matrix in der Lage, ihre Ausgangsmatrix
in einer Ahnlichkeitstransformation zu diagonalisieren 4. Im voraus-
gehenden Beispiel ergibt sich die Matrix S aus den Vektoren x, und

X!
X = ] , X, = > , S = 1o .
0 1 0 1
Die Matrix S~ 'AS lisst sich nun ausrechnen:

sus=(0 6609

Diese diagonale Matrix heifit A. Mathematisch ldsst sich der oben
beobachtete Prozess am eingéngigsten tiber Gleichung 1 nachvollziehen.
Zuallererst multipliziert man A mit ihrer Eigenvektormatrix S 5. A
wird jetzt mit den Eigenvektoren in den Spalten von S multipliziert:

AS=A|x, ... Xa

Diese Matrix-Multiplikation ldsst sich auch als eine Vielzahl von Matrix-
Vektor-Multiplikationen schreiben. Fiir diese gilt jeweils Ax; = Ajx;:

AS=[Ax, ... Axp | = | MXx: ... AnXa

2 Kleine Enzyklopddie Mathematik [23] Seite 392. Es werden zwei Aussagen benétigt,
Zitat:

,,3. Die Determinante hat den Wert Null, wenn eine Zeile eine Linearkombi-
nation anderer Zeilen ist.

5. Die Determinante &ndert ihren Wert nicht, beim Vertauschen der Zeilen mit
den Spalten.

3 Strang [25] Seite 287

4 Kleine Enzyklopaddie Mathematik [23] Seite 414
5 Strang [25] Seite 298
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1.1 WAS SIND EIGENWERTE? 5

Jeder Eigenvektor wird jetzt von seinem Eigenwert skaliert. Den glei-
chen Effekt erhdlt man, wenn man die Eigenwerte in eine rechtsseitige
Diagonalmatrix schreibt:

A
MXy oo AnXn | = | X4 ... Xa = SA.
An

Damit ist A vollstandig diagonalisiert. Allgemein gilt also AS = SA,
A = SAS™! oder nach A aufgelost:

A = STIAS. (4)

Die Matrix A gilt in vielen Anwendungen als Losung oder Teil der
Losung eines Problems, da sich an ihrer diagonalen Form Losungen
ablesen lassen. Es folgt ein Beispiel, in dem die Matrix A eine wichtige
Rolle spielt.

1.1.1 Hauptachsen-Transformationen in der Mechanik

In der Mechanik spielen Hauptachsen-Transformationen eine wichtige
Rolle. Eine solche Transformation soll hier nun am Beispiel eines hy-
pothetischen elliptischen Objektes durchgefiihrt werden®:

ax? +2bxy +cy? +d =0. (5)

In Matrixschreibweise lasst sich diese Gleichung in der Form x" A x
x + d = 0 schreiben”: A

(x y)*(E E>*<:>+d:0.

Fira=3,b=—1,¢c =3, d = —2 ergibt sich:

<x y) * (_3] _31> x (:) —2=0.

Mithilfe der Matrix A ldsst sich nun die Transformation vornehmen.
Die Eigenwerte lassen sich mit det(A —AI) = 0 bestimmen. Man er-
hilt die Werte A1 = 2 und A\» = 4. In einem néchsten Schritt werden
mit (A —AI)x = 0 die Eigenvektoren bestimmt. Die Wahl orthogo-
naler Eigenvektoren fiihrt auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem.
Da der Faktor 2b aus 5 zu gleichen Teilen auf b in A1, und b in A,
in der Matrix A aufgeteilt wird, ist diese Matrix symmetrisch. Sym-
metrische Matrizen haben reelle Eigenwerte und ihre Eigenvektoren

6 Kleine Enzyklopddie Mathematik [23] Seite 414
7 Hiitte [9] Seite A21
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6

S beschreibt eine

Drehung um 45°,
denn

% = cos(n/4) =
sin(7t/4)

Da die

Eigenvektoren
rechtwinklig und
normiert gewihlt

wurden, ist die
Matrix S orthogonal.
Esgilt ST =S~ 1.

EIGENWERTE UND DIE SPEKTRALTHEORIE

Abbildung 1: Hauptachsentransformation mit Eigenvektoren x; = x’ und
x, = y’. Nach: Kleine Enzyklopddie Mathematik [23] Seite

414.

konnen immer orthogonal gewihlt werden®, wenn A1 # A, sind sie
sogar automatisch orthogonal. In diesem Beispiel ergibt sich fiir die
Eigenvektoren:

wo) - ()

Die Lange beider Vektoren ist in diesem Beispiel v/2. Normiert man
beide Vektoren, in diesem Fall durch Multiplikation mit 1/ V2 und
packt sie in eine Matrix, dann erhédlt man:

1 1 1 1
s_|v2 v~ s1_|v2 v~
1 1 / 1 1
V2 V2 V2 V2

Jetzt kommt der wichtigste Schritt der Transformation: Die Diagonal-
isierung mithilfe der Ahnlichkeitstransformation A’ = S~'AS:

(20
0 4/

Damit ist das Problem gelost. Die Gleichung fiir die Ellipse im neuen
gedrehten Koordinatensystem ergibt sich aus x'S A’ *STx+d =0,
es gilt xS = x'T und STx = x’ :

/
%2 +4y? =2 mitx’ = (Xl> .
Y
In der Festigkeitslehre lassen sich mithilfe von Hauptachsentransfor-
mation Belastungen eines Objektes besser einschédtzen, fiir die kor-
rekte Berechnung der Normalspannung ist die Kenntnis der Haupt-
achsen sogar Vorraussetzung °.

8 Strang [25] Seite 330
9 Hibbler [16], Seite 310
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1.2 HISTORISCHER URSPRUNG DES THEMAS

In der Dynamik rotierender Korper vereinfacht die Verwendung eines
Hauptachsen-Koordinatensystems die Berechnungen deutlich *°, da
bei Betrachtung in einem Hauptachsen-Koordinatensystem der Tréag-
heitstensor diagonal wird, es verschwinden also die Tragheitsproduk-
te. Hier muss allerdings auch die Massenverteilung mit einbezogen
werden, denn das Tragheitsmoment ist keine rein geometrische Eigen-
schaft eines Objektes mehr.

1.2 HISTORISCHER URSPRUNG DES THEMAS

Historisch betrachtet finden sich im Wesentlichen zwei Fachgebiete,
die zur Entstehung der Spektraltheorie gefiihrt haben. Erstens die
geometrische Betrachtung von Hauptachsen. Diese finden sich in der
Dynamik, spielen aber auch bei der Behandlung von elliptischen Bah-
nen in der Himmelsmechanik eine Rolle. Zweitens die Losung von
linearen Differentialgleichungssystemen. Im Zentrum steht hier die
physikalisch bedeutsame Systemstabilitdt. Eigenwerte spielten und
spielen bei Stabilitdtsfragen eine grofie Rolle *.

Im 18. Jahrhundert entdeckte Leonhard Euler (April 1707 - September
1783) '* wahrend seines Wirkens an den wissenschaftlichen Akademien
in Berlin und Sankt Petersburg als erster die Bedeutung der Haupt-
achsen bei der Rotation starrer Korper '3. Auch an anderer Stelle
traten im 18. Jahrhundert Eigenwerte auf. Zum Beispiel in Arbeiten
von D’Alembert sowie von Jean und Daniel Bernoulli *4, die sich mit
Schwingungen beschiftigten. Allerdings wurde damals noch nicht
im Kontext einer Theorie der Eigenwerte gearbeitet. Die heutzutage
geldaufige Matrix-Notation war ebenso unbekannt, wie auch die Bezei-
chnung Eigenwert 5.

Mafgebliche Entwicklungen fanden um 1815 an der Ecole Polytech-
nique in Paris statt. Augustin-Louis Cauchy (August 1789 - Mai 1857)
16 ynd andere entdeckten alle wesentlichen Eigenschaften von Deter-
minanten, die zum Schaffen der Spektraltheorie notwendig waren 7.
Neue Probleme im Bezug auf die Losung von Differentialgleichungssys-
temen entstanden aus Arbeiten von Jean Baptiste Joseph Fourier (Marz
1768 - Mai 1830) 8. In seinem Werk Théorie analytique de la chaleur
16ste er die Warmeleitungsgleichung auf einer hohlen Kugel, ein Pro-
blem bei dessen Losung Eigenwerte auftreten.

10 Hibbler [15] Seite 548, Stichwort: Inertia Tensor
11 Artmann [2] Seite 4

12 Gillispie [1] Band 3&4 Seite 467

13 Hibbler [15] Seite 568

14 Hawkins [14] Seite 3

15 Hawkins [14] Seite 2

16 Gillispie [1] Band 3&4 Seite 131

17 Wieleitner [31] Seite 62

18 Gillispie [1] Band 5&6 Seite 93
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8 EIGENWERTE UND DIE SPEKTRALTHEORIE

Es war aber nicht bewiesen, dass diese Eigenwerte immer reell sind
und komplexe Eigenwerte wéren physikalisch unmoglich gewesen
19
Ahnliche Probleme warfen Gleichungen auf, die zur Beschreibung
himmelsmechanischer Vorgidnge neu entworfen worden waren. Hier
war man mit dem Hinweis, instabile Planetenbahnen géibe es in der
Realitédt nicht, von reellen Eigenwerten ausgegangen. Einen rein mathe-
matischen Beweis gab es noch nicht.
Vor diesem Hintergrund gelang es Cauchy 1829 auf rein mathema-
tischem Wege zu beweisen, dass symmetrische Matrizen reelle Eigen-
werte haben. Er konnte auch zeigen, dass sich Matrizen durch lineare
Transformationen diagonalisieren lassen *°. Die Bezeichnung Matrix
nutzte Cauchy noch nicht, er sprach stattdessen von Systemen.
In Cambridge machte nun Arthur Cayley (August 1821 - Januar
1895) weitere theoretische Fortschritte beim Rechnen mit Matrizen.
Er entwickelte die auch heute noch gebrauchliche Matrixnotation **.
Karl Weierstrass (Oktober 1815- Februar 1897) ging von der Dif-
AX = ABX ist das ferentialgleichung BY = AY aus. Er erhielt AX = ABX und konnte
generalisierte. beweisen, dass man B nach I transformieren und gleichzeitig A in
Eigenwertproblem. nyia g onalform bringen kann 22,
& &
David Hilbert (Januar 1862 - Februar 1943) schliefllich bezog die
neue Theorie, die schon als Spektraltheorie gelten darf, auch auf
Operatoren. Im Zusammenhang mit Operatoren erfand er die Bezei-
chnung Eigenwert 23:

,Wir fiithren hier noch folgende Bezeichnungen ein: Die
Nullstellen von §(A) mogen die zum Kern Kf(s,t) gehori-
gen Eigenwerte heiflen. “

Im Bezug auf Matrizen werden diese Bezeichungen im deutschen
und englischen Sprachraum (Eigenvalue) bis heute verwendet.

19 Gillispie [1] Band 5&6 Seite 97
20 Hawkins [14] Seite 2

21 Wieleitner [31] Seite 63

22 Hawkins [13] Seite 5

23 David Hilbert [17] Seite 64
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DAS PSEUDOSPEKTRUM

Die Spektraltheorie ist aus mindestens drei Griinden niitzlich. Ers-
tens ist sie aus der algorithmischen Perspektive hilfreich, weil sie
wie in Teil 1.1.1 beschrieben, Diagonalisieren ermoglicht. So kann
die Problemldsung beschleunigt werden. Zweitens lassen Eigenwerte
aus physikalischer Perspektive Riickschliisse auf das Verhalten des
betrachteten Systems fiir t — oo zu, diese wesentliche Eigenschaft
hatte zur Entdeckung der Eigenwerte beigetragen. Schlieslich sind
Eigenwerte fiir Menschen von grofier psychologischer Bedeutung, da
sie es ermdglichen, abstrakte Matrixgebilde graphisch darzustellen.
Unser Gehirn ist gut im Umgang mit visualisierten Informationen.
Eigenwerte lassen uns diese Fahigkeit im Bezug auf Matrizen nutzen
1
Eigenwertanalysen sind zwar hilfreich, aber nur auf normale Ma-
trizen immer zuverldssig anwendbar. Die Menge der normalen reellen
Matrizen umfasst die orthogonalen, die symmetrischen und die anti-
symmetrischen Matrizen >. Orthogonale Matrizen haben linear un-
abhingige Spalten, fiir sie gilt: AAT = ATA = I oder AT = A~
Symmetrische Matrizen sind an der Diagonalen spiegelbar, fiir sie
gilt A = AT. Bei antisymmetrischen Matrizen ist die transponierte Symmetrische
auch die negative Matrix, es gilt —A = AT. Formal ist ein Problem  Matrix im R%:

dann normal, wenn 3: a b}

b ¢

T T . .
AA =A A Antisymmetrische
Matrizen im R?

Probleme entstehen immer dann, wenn die betrachtete Matrix nicht- haben die Form
normal ist. Im nichtnormalen Fall l4sst sich keine orthogonale Eigen- 0 a),

—a 0

vektor-Basis finden. Dann verzerrt der Eigenraum das Problem. Das
Pseudospektrum hilft dabei, die Folgen der Nichtnormalitdt abzu- A bezeichnet das
schitzen. Wie sich spéter herausstellen wird, liefert das Pseudospek- I;O:Zf ﬁ;ﬁiﬂfzgt
trum jedoch auch zusitzliche Informationen iiber das Einschwungver- ., tmnsponz:ert .
halten eines Systems. Die Eigenwerte der Systemmatrix liefern das Matrix. Es gilt
Verhalten fiir t — co. Das Pseudospektrum erméglicht es, zusitzlich ~ A* = A" =&'
Ober- und Untergrenzen zum transienten Verhalten festzulegen 4.

Ein letztes Argument fiir Pseudospektren sind Félle, in denen sich
das klassische Spektrum nicht berechnen lédsst. Bei unendlich grofien

Matrizen wird die klassische Spektralanalyse schwierig bis unmoglich.

1 Trefethen und Embree [26] Seite 1

2 Strang [25] Seite 341

3 Strang [25] Seite 341

4 Trefethen und Embree[27] Seite 150 und 151
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10 DAS PSEUDOSPEKTRUM

Hier ldsst sich jedoch mit Pseudospektren auf das Spektrum riick-
schliefSen 5.

Pseudospektren generalisieren klassische Spektren. Sie vergrofiern
deren Anwendbarkeit. Der Schritt vom Spektrum zum Pseudospek-
trum ist im Grunde nicht besonders grofs. Fiir klassische Spektren gilt
die Gleichung °:

(A —AI)x = 0. (6)

Die Null steht hier fiir den Nullvektor, denn (A — Al)x liefert keinen
Skalar, sondern einen Vektor. Es ist prinzipiell aber auch moglich,
iiber eine Normierung einen Skalar zu verlangen:

(A —AD)x|| = 0. (7)

Eine Mehrheit der ~ Um jetzt zum Pseudospektrum zu kommen, ersetzt man einfach die

Autoren der Null durch ein € > 0 und das Gleichheitszeichen durch ein , kleiner
Pseudospektral- als“7:

Literatur verwendet
z fiir Elemente des
Pseudospektrums

Oc. A bezeichnet . . .
damit ausschlieflich ~ Jetzt kommt als Losung keine Menge von endlich vielen Punkten

Eigenwerte € ©. mehr heraus, sondern zu jedem denkbaren € eine Flache. Zur Berech-
nung des Pseudospektrums wird nicht det(A —zI) < e verwendet,
wie man vielleicht vermuten wiirde. Auch Eigenwerte werden in der
Praxis nicht tiber det(A — AI) = 0 gefunden, denn das Losen von De-
terminanten und dem sich anschlieffenden Nullstellenproblem dauert
selbst am Computer deutlich zu lange (es sei denn, die Dimension
des Problems ist sehr klein) 8. Besser lasst sich mit der sogenannten
Resolvente (A —zI)~! rechnen. Eigenwerte sind genau da, wo die Re-
solvente nicht existiert, ihre Norm lduft hier gegen Unendlich. Die
Definition des Pseudospektrums ldsst sich jetzt mit der Resolvente

Es gibt verschiedene im Hinterkopf umschreiben in 9:
Matrixnormen. Hier
wird implizit immer (A — ZI)_1 | > e 1. (9)
die 2-Norm || - |2
verwendet. Sie lisst
sich mit der Formel

(A —zI)x|| < e mit|x||=1. (8)

Diese Beziehung ist in Abbildung 2 fiir die folgende Matrix A dargestellt:

e |
berechnen. Sie T+1 1 0
entspricht dem A= 0 1—-1i 3

grofsten
Singulirwert. 0 0 -1

5 Man nutzt aus, dass o(A) nicht stetig von A abhangt, aber o (A) schon (auch von €).
n—o0 . ( A) e—0
€

Daraus folgt, dass o¢(An) 0(A) zur Approximation von o(A)
mittels A, — A bei unendlich grolen Matrizen verwendet werden kann.

6 Strang [25] Seite 286

7 Trefethen und Embree [27] Seite 16, Third definition of pseudospectra

8 Strang [25] Seite 486

9 Trefethen und Embree [27] Seite 13, First definition of pseudospectra
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DAS PSEUDOSPEKTRUM

-3

Abbildung 2: Plot des Pseudospektrums der Matrix A logarithmisch skaliert
in der komplexen Ebene, als Draufsicht (links) und in 3 Di-
mensionen (rechts).

Da A obere Dreiecksform hat, stehen die Eigenwerte auf der Dia-
gonalen. Sie lauten also A7 = 141, A; = 1—1, A3 = —1. Im Plot 2
erkennt man deutlich, dass die Resolvente hier ihre Maximalwerte
annimmt.

Pseudospektren lassen sich jedoch auch auf andere dquivalente
Weise definieren. Beispielsweise ist auch eine Definition tiber zufél-
lige Storungen moglich. In diesem Fall bezeichnet o die Menge aller
Eigenwerte und o. das Pseudospektrum. o(A) ist die Menge der
Zahlen z € C, so dass '°:

ze€ o(A+E). (10)

fir eine Matrix E mit ||E|| < e gilt. Diese Definition suggeriert eine an-
dere Art, Pseudospektren zu plotten. Im Grunde reicht es, die Eigen-
werte der wiederholt zufallig gestorten Matrix A zu plotten. Die Nor-
men der Storungen diirfen e nicht tiberschreiten, also gilt ||E|| < e.
Man plottet also **:

U o(A+E). (11)

|E[[<e

O¢ (A) =

Dies ist in Plot 3 fiir die schon bekannte Matrix A mit e = 1094
und e = 10°8 geschehen. Es ist gut zu erkennen, dass die gestorten
Eigenwerte das zugehorige e-Pseudospektrum nicht verlassen.
Abbildung 3 erlaubt es, die Anfilligkeit von Matrizen gegentiber Stor-
ungen einzuschédtzen. Je weitldufiger sich die gestorten Eigenwerte
verteilen, desto sensitiver ist die Matrix. o misst also die Sensitivitit
des Spektrums o(A) beziiglich Stérungen von A mit ||E|| < e.

11

Die in diesem
Abschnitt
verwendeten
Definitionen von
Pseudospektren
bezeichnen alle
dasselbe Konzept, sie
sind dquivalent, es
gilt: Definition 8 <
Definition 9 <
Definition 10 <
Definition 12.

10 Trefethen und Embree [27] Seite 16, Second definition of pseudospectra
11 Trefethen und Embree [27] Seite 378, Stichwort: Poor man’s pseudospectrum
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Abbildung 3: Plot des Spektrums zuféllig gestorter Matrizen A + E, wobei
die Norm der Stérungen |E|| € = 1094 (links) und e = 10°8
(rechts) nicht tiberschreitet.

2.1 BERECHNUNG VON PSEUDOSPEKTREN

Zur Berechnung von Pseudospektren wird eine vierte ebenfalls dqui-
valente Definition verwendet, die Pseudospektren iiber die Menge
der Singuldrwerte s definiert. Dies ist von Vorteil, denn zur Berech-
nung der Singuldrwérte einer Matrix existieren schon optimierte Soft-
warepakete. Wenn also die 2-Norm || - || verwendet wird und o (A)
das Pseudospektrum bezeichnet, dann ist die Zahl z € C Element von
0c(A) wenn: 2

Smin(A—1zI) < e. (12)

Auf Basis dieser Definition ldsst sich ein Algorithmus schreiben, mit
dessen Hilfe die Berechnung erfolgen kann. Beispielsweise eignet sich
folgender noch nicht optimierter grundlegender Quellcode, der auch
zum Errechnen von Abbildung 2 im vorausgehenden Teil dieser Ar-
beit verwendet wurde *3:

%Die Koordinaten-Eingangsvektoren x und y werden vorgegeben.
%Durchlaufe die Schleife fuer zwei Laufvariablen k und j.
for k=1:1:m, for j =1:1:m
%Fuer die Eingangsvektoren x und y
%sberechne fuer jeden Punkt den kleinsten
%Singulaerwert und speichere diese in sigmin.
sigmin(j,k) = min(svd(A-(x(K)+y(j)*i)*eye(N)));
end, end
%Sende die Ergebnisse an einen Contourplotter.
contour(x,y,-loglO(sigmin))

Listing 1: Plotten des Pseudospektrums.

12 Trefethen und Embree [27] Seite 17, Fourth definition of pseudospectra
13 Trefethen und Embree[27] Seite 371
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2.1 BERECHNUNG VON PSEUDOSPEKTREN

Eine weitere Moglichkeit liegt wie eingangs schon beschrieben in der
zufdlligen Verdnderung von Matrizen. Dieser Algorithmus fand An-
wendung bei der Berechnung von Abbildung 3. Im Quellcode findet
sich wegen der logarithmischen Skalierung 10~ €. Eine mogliche Im-
plementierung konnte wie folgt aussehen:

%sPlotte die Eigenwerte von 200 gestoerten Matrizen.

for k=1:200
%Erstelle eine mit zufaelligen komplexen Zahlen
%sgefuellte Matrix Err.
Err = randn(dim)+ixrandn(dim);
%Normiere Err durch Multiplikation mit einem
sNormierungsfaktor sodass Err element (0,10"-epsilon).
Err = Errx10”~(-eps)/norm(Err)*xrand();
%Berechne die Eigenwerte der Zufaellig gestoerten Matrix
ew = eig(A+Err);
%Plotte die Eigenwerte
plot(real(ew),imag(ew), 'k.”);

end

Listing 2: Plotten zufélliger Stérungen.

Die vorgestellten Algorithmen funktionieren gut, wenn sie auf ein-
fache Matrizen angewandt werden. Der Algorithmus aus Listing 1 ar-
beitet im Wesentlichen auf einem Gitter, dass von den Vektoren x und
y aufgespannt wird. Dabei erhoht sich der Rechenaufwand propor-
tional zur Anzahl der Gitterpunkte. Bei komplizierten Problemstel-
lungen, die eine hohe Auflosung erfordern, wird die Berechnung des
Pseudospektrums mit dieser Vorgehensweise zu aufwéandig. Im Fol-
genden werden Verfahren vorgestellt, die die Berechnung beschleu-
nigen.

2.1.1 Parallelisierung

Gliicklicherweise sind die Berechnungen fiir einzelne Gitterpunkte
voneinander unabhédngig. Der Quellcode aus Listing 1 ldsst sich also
so umformulieren, dass parallele Berechnungen auf mehreren Ker-
nen erfolgen konnen 4. Auf dem alten Intel i5-430M Prozessor des
Autors laufen maximal 4 Threads gleichzeitig auf 2 Kernen '>. Die
parallel for Schleife (parfor) wird in matrix laboratory (Matlab) verwen-
det, um for-Schleifen zu parallelisieren. Hier erlaubt Matlab keine
zweidimensionale Indexierung. Der Schleifenkdrper muss daher et-
was umformuliert werden 6

%Ermittle den aktuellen threadPool.
p = gcp(’'nocreate’);
%Falls noch kein Pool existiert. Erstelle einen neuen.

14 Trefethen und Embree [27] Seite 378
15 Intel corporation [8]
16 Shure [24]
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Im Anhang findet
sich ein Plot des hier
berechneten
Pseudospektrums.
Siehe Abbildung 12.

Bisher wurde o min
immer als
—log1o(omin)
aufgefasst. Hier
wird aufgrund der
spiter folgenden
Implementierung
darauf verzichtet.

DAS PSEUDOSPEKTRUM

if isempty(p)
%Erlaube nur 4 Threads im neuen Pool.
p = parpool(’local’, 4)

end

%Mehrere Iterationen sollen parallel durchgefuehrt werden.
parfor iX=1:1:m
%Erstelle eine temporaere Variable.
sigtemp = zeros(1l,m2);
for iY=1:1:m2
%Nur eindimensionale Indexierung
sigtemp(iY) = min(svd((A-x(iX)+y(iY)=*i)*eye(N)));
end
%Kombiniere Daten zu zweidimensionalem Array.
sigmin(:,iX) = sigtemp;
end

Listing 3: Parallele Implementierung des Gitter-SVD-Ansatzes.

Im Falle der bereits beschriebenen Matrix A verkiirzt sich bei par-
allelem Rechnen die Rechenzeit von etwa 8.4s auf etwa 4.8s, bei
einer Gitterauflosung von 0.01 und vier Threads auf besagtem is-
430M Prozessor. Noch grofiere Einsparungen lassen sich bei hoherdi-
mensionalen Problemen erzielen. Um das Pseudospektrum der Grear-
Test-Matrix gallery(’grcar’,50,3) mit der Gitterauflosung 0.01 zu
errechenen, benotigt der nichtoptimierte Gitter-Algorithmus etwa 372s.
Durch Anwendung der parallelen Version sinkt die Rechenzeit auf et-
wa 170s. So lassen sich ~ 50% Rechenzeit einsparen.

2.1.2  Optimierung des Gitter-Ansatzes

2.1.2.1  Sprung-Ansatz

Legt man sich im Vorfeld auf eine zu berechnende Niveaukurve fest,
so lasst sich der Rechenaufwand durch Uberspringen von Gitterpunk-
ten verringern. Dabei nutzt man die Tatsache, dass das Pseudospek-
trum immer mindestens einen Kreis mit dem Radius € um die Eigen-
werte bildet, so dass fiir eine beliebige Matrix A gilt '7;

0c(A) D o(A)+Ac mitA. ={z € C: |z]| < e} (13)

Ist man man auf einem Eigenwert, so ist also die Mindestdistanz zur
Niveaukurve e. In diesem Spezialfall ist 0;in = 0. An anderen Punk-
ten innerhalb des Pseudospektrums betrdgt die Mindestdistanz bis
zur Grenzkurve § = € — 0 min *° daher gilt:

0c(A) C0e_s+Asmit0 < d < €. (14)

17 Trefethen und Embree[27] Seite 19
18 Wie im Korrektur-Schritt bei Briihl [5] Seite 5
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2.1 BERECHNUNG VON PSEUDOSPEKTREN

Auf Basis dieser Idee ldsst sich eine optimierte Version des Gitter-
Algorithmus entwickeln:

function [] = skipGrid (A,x,dim,mu)
N = dim;
m length(x);
res = (max(x)-min(x))/length(x);
%Delogarithmiere die Eingabe:
eps = 107~(-mu);
for k=1:1:m
i=1
while (j <= m)
sig = min(svd(A-(x(k)+x(j)*i)*eye(N)));
%sind wir im Pseudospektrum?
if sig < eps
%Ja, zaehle den aktuellen Punkt zum Pseudospktr.
spec(j, k) = 1;
%Springe die Distanz (epsilon - sigma)
%Berechne #Schritte in Sprungdistanz:
jmp = int32((eps - sig)/res);
%Verlasse den gewuenschten Bildbereich nicht.
if (j+jmp)<m
spec(j: (j+imp),k)= 1;
j=13+ jmp;
end;
else
%Nicht innerhalb des Spektrums.
spec(j,k) = 0;
end
i=1+1;
end
end
contour(x,x,spec);

Listing 4: Sprung-Variante des Gitter-SVD-Ansatzes.

Diese Variante benottigt zum Berechnen der Niveaukurve bei € = 0.4
der bekannten Matrix A 0.22s, wihrend der klassische Gitter-SVD-
Algorithmus in nur 0.17s durchlduft. Die neue Variante braucht also
bei diesem niedrig-dimensionalen Problem etwa 1.3 mal so lang. Die

langere Rechendauer ist dem grofieren Verwaltungsaufwand geschuldet,

der zur Behandlung der Spriinge notwendig wird. Im Code tauchen
if-Abfragen auf, die im klassischen Ansatz nicht vorkommen, deren
Auswertung benotigt Zeit. Bei hochdimensionalen Problemen zahlt
sich das Springen jedoch aus. Um die Grenzkurve zu € = 0.3468 der
Grcar-Matrix gallery(’grcar’,50,3) zu berechnen, braucht diese
Variante lediglich etwa 251s. Der nichtoptimierte Gitter-Algorithmus
benotigt etwa 368s. In diesem Fall verkiirzt sich die Rechenzeit etwa
um den Faktor 0.68.

Damit der Algorithmus parallelisierbar bleibt, wurde auf eine Imple-
mentierung verzichtet, in der auch die Daten-Reihen tiber und unter

[19. August 2014 um 11:20 — Bachelorarbeit Version 1.0 ]
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16 DAS PSEUDOSPEKTRUM

der betroffenen Reihe mitbearbeitet werden, obwohl dies mathema-

tisch moglich ist. Auch konnte eine andere Datenstruktur in Frage

kommen, zum Beispiel mit Pointern, die die betreffenden Grenzen

des Pseudospektrums mit schneller Zugriffszeit speichern. Die bei-

den Ansétze bieten die Moglichkeit, weitere Zeiteinsparungen zu erzie-
len.

2.1.2.2  Schur-Zerlequng mit anschlieffenden Lanczos-Iterationen

Das Landau-Symbol
O bezeichnet die Zur Reduktion des Rechenaufwandes lasst sich auch eine Schur-Zer-

Rechendauer als legung auf die Ausgangsmatrix A anwenden. Da die Schur-Zerlegung
Eii ;‘::;‘Z;iz eine Ahnlichkeitsabbildung ist 9, bleiben Eigenwerte und Pseudospek-
(1) steht fw trum davon unberiihrt. Die Schur-Matrix Schur(A) = UTAU liegt
veschrinkte ~ hach der Zerlegung fiir alle Gitter-Punkte z schon in oberer Dreiecks-

Rechenzeit egal wie form vor, denn:

grofd die
Datenmenge U'(A—zlU=U"BU—zU"IU =T —zL
! U bezeichnet eine orthogonale Transformationsmatrix und T ist eine
obere rechte Dreiecksmatrix. Die Verschiebung (A — zI) dndert also
lediglich die Diagonale, nicht aber die durch die Schur-Zerlegung
+ hergestellte obere Dreiecksform der Matrix. Damit werden Zerlegun-
O(N) wiichst

gen, die zur Berechnung der Singuldrwerte typischerweise in jedem
Punkt vorgenommen werden *°, hinféllig. Haufig wird fiir die an-
schliefende Berechnung der Singuldrwerte die Matrix mithilfe des
Lanczos-Algorithmus in tridiagonale Form gebracht. Dabei nutzt man
die Verbindung zwischen Tridiagonalisierung und QR-Zerlegung *',
. durch die sich die Eintrdge der Tridiagonalmatrix direkt berechnen
O(N?) hichstens  Jassen. Die Schur-Zerlegung kostet einmalig O(N3). Geht man von
quadratisch m? Gitterpunkten aus, verbessert sich die Rechenzeit damit von O (m?2N3)
auf O(N3® + m?N?), denn nach der Zerlegung fillt pro zu berechnen-
dem Singuldrwert nur noch O (N?2) an 2 und der Lanczos-Algorithmus
konvergiert in der Regel ziigig. Wird die Implementierung des in-
versen Lanczos-Algorithmus aus Listing 10 verwendet, sinkt die Rechen-
zeit zur Berechnung von gallery(’grcar’,50,3) mit denselben Pa-
rametern wie im vorigen Beispiel im Vergleich zu der Rechenzeit des
nichtoptimierten Gitter-Algorithmus aus Listing 1 um etwa den Fak-
tor 0.85.
Die Schur-Zerlegung bietet jedoch zusétzlich auch die Moglichkeit,
Rechenzeit durch Kompression der Ausgangsdaten einzusparen 3.

hochstens linear

19 Trefethen und Embree [27] Seite 373

20 QR-Zerlegung, Lui [20] Seite 8 oder LU-Zerlegung, Trefethen und Embree [27] Seite
373

21 Golub [11] Seite 472

22 Trefethen und Embree [27] Seite 374

23 Trefethen und Embree [27] Seite 382
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Abbildung 4: Pseudospektrum der Matrix B links, Pseudospektrum der
komprimierten Schur-Matrix rechts.

Im Folgenden soll diese Moglichkeit anhand der Matrix B beleuchtet
werden:

—6 2 0
B=1]1 —-3+i 0
0 2 —2—2x%1

Die Realteile der Eigenwerte von B sind etwa —6.5, —2.5 und —2. Dies
zeigt sich auch in der Schur-Zerlegung:

—6.5337+0.13121  0.2787+1.0717i  —0.9095 + 0.43131
Schur(B) = 0 —2.4663 +0.86881 —1.3938 + 1.12861
0 0 —2.0000 — 2.0000i

Haéulfig ist lediglich der Verlauf der Niveaulinien der Resolvente ||A —
zI|| in der Umgebung der imagindren Achse interessant. Da der Eigen-
wert —6.5 + 0.11 deutlich weiter von der imagindren Achse entfernt
ist als die anderen Eigenwerte, hat er wahrscheinlich in diesem Bere-
ich wenig Auswirkungen auf das Pseudospektrum. Er kann vernach-
lassigt werden. Im Bezug auf das Bild in der Nédhe der imaginédren
Achse kann also dquivalent auch nur die oben in rot dargestellte
komprimierte Matrix betrachtet werden. Zum Vergleich sind beide
Plots in Abbildung 4 dargestellt. Die Rechenzeit verkiirzt sich durch
Kompression bei Verwendung des einfachen Gitter-Algorithmus von
14.7s auf 11s, es konnen also etwa 25% eingespart werden.

2.1.3 Kurvenfortsetzung

Eine weitere Moglichkeit zur Reduktion des Rechenaufwandes be-
steht darin, sich komplett von Gitter-basierten Methoden zu verab-
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Abbildung 5: Plot des Gradientenfeldes (links) und Plot der um —m/2
gedrehten Gradienten (rechts).

schieden 4. Beispielsweise ldsst sich die Grenzkurve 0o, eines speziellen
Pseudospektrums direkt verfolgen *5. Dabei nutzt man dieselbe De-
finition von Pseudospektren, die auch schon fiir den Gitter-Ansatz
entscheidend war. Es gilt 12, also z € 0. genau dann, wenn:

Smin(A—1zI) < e.
Damit ldsst sich eine Funktion fiir z € C definieren:
9(z) := smin(A —2zI) (15)

Auf der Grenzkurve 0o, ist die Funktion g(z) konstant gleich e. In
diesem Sonderfall liegen alle Punkte z auf der Kurve 2°:

0o ={z € Clg(z) = €} (16)

Diese Kurve ldsst sich mit Hilfe von Pfadverfolgungstechniken nach-
zeichnen. Die Hauptrolle bei der Verfolgung spielt der Gradient Vg(z)
€ C. Dieser lasst sich aus dem Produkt des rechten und linken Sin-
guldrvektors bilden, es gilt *7:

Vg(z) =v'u eC. (17)

Dabei bezeichnet v den rechten und u den linken Singuldrvektor von
(A —zI). Mit Hilfe dieser Gleichung lasst sich das Vektorfeld plotten.
Dies ist in Abbildung 5 fiir die bekannte Matrix A auf der linken Seite
geschehen. Zur Kurvenverfolgung werden jedoch auch die gedrehten
Vektoren benotigt:

Vg(2)gedrent =V u-e 3 = (v w. (18)

Die rechte Seite von Abbildung 5 stellt diese Situation dar.

24 Trefethen und Embree [27] Seite 394

25 Briihl [5] Seite 3

26 Briihl [5] Seite 3

27 Briihl [5] Seite 4 und Trefethen und Embree [27] Seite 395
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2.1 BERECHNUNG VON PSEUDOSPEKTREN 19

Unter Zuhilfenahme des Gradienten ldsst sich nun ein Algorith-
mus zur Pfadverfolgung entwickeln. Zu Anfang bestimmt man den
gedrehten Gradienten im Ausgangspunkt und lauft einen Schritt. Dieser
hat gerade die Schrittlange T. Da der Rand des Pseudospektrums aller
Wahrscheinlichkeit nicht gerade verlduft, entsteht bei diesem Schritt
ein Fehler. Die Grofle des Fehlers ist etwa gleich der Differenz zwi-
schen dem aktuellen Wert des kleinsten Singuldrwerts s;,,in und dem
Niveau der gesuchten Kurve e. Daher muss der ndchste Schritt ein
Korrekturschritt in Richtung des Gradienten sein. Die Lange des Kor-
rekturschritts ist die Grofle des Fehlers also (symin — €). In Matlab
konnte eine Implementierung folgende Form annehmen:

% Schritt 0: Ein erster Punkt.
z(1) = 1.2-(0.05)*1;
%Berechne Epsilon auf dem aktuellen Niveau und Singulaervektoren.
[u,epsilon,v] = svds((A-(z(1l)*eye(N))),1,0);
%sLaut Bruehl ergibt sich die Richtung des Gradienten aus:
grad(l) = (v’'xu);
for k = 2:1:maxPunkt
%Richtung ist gefunden. Waehle eine Schrittlaenge:
tau = 0.01;
%Schritt 1: Treffe eine neue Vorhersage:
zHut (k) = z(k-1) + taux(grad(k-1)xexp(-ixpi/2));
%Die neue Richtung:
[u,sigmin,v] = svds((A-(zHut(k-1)*xeye(N))),1,0);
%Laut Bruehl ergibt sich die Richtung des Gradienten aus:
grad(k) = (v'xu)/norm(v’'x*u);
%Schritt 2: Korriegiere die Vorhersage
z(k) = zHut(k)+ (sigmin - epsilon)*grad(k);
end
%Fertig Plotten!
for k=1:1:maxPunkt
plot(z(k), 'b*");
hold on;

end

Listing 5: Eine mogliche Form des Trace-Algorithmus.

Lasst man den oben gegebenen Code laufen, so ergibt sich der in

Abblidung 6 dargestellte Plot. Zum Berechnen der Niveaukurve mit

€ ~ 0.45 ausgehend vom Startpunkt z1=0.53 - 3.517i der Matrix € ist nicht
gallery(’grcar’,50,3) mit 2100 Punkten benétigt der Algorithmus ~ logarithmiert.
etwa 94s. Zum Vergleich brauchte der nichtoptimierte Gitter-Algo-

rithmus etwa 368s fiir das gesamte Pseudospektrum. Nur eine Niveau-

kurve liefd sich schneller mit dem Sprung-Ansatz in etwa 250s aus-

rechnen. Im Vergleich zu dem Sprung-Ansatz reduziert sich die Rechen-

zeit hier um den Faktor 0.376. Leider oszilliert dieser Algorithmus

leicht wie aus der angehédngten Abbildung 13 hervorgeht.
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Abbildung 6: Plot der Ausgabe des Trace-Algorithmus (rechts).

2.1.4 Hamilton’sche Eigenwert-Methode

Eine letzte Methode zum schnellen Berechnen einer ausgewéhlten

Niveaukurve basiert auf der Tatsache, dass sich die Schnittpunkte

mit gedachten horizontalen und vertikalen Linien mithilfe von Eigen-

wertproblemen bestimmen lassen. Man verwendet die Matrizen 2%
(iAT —yl el

T
xI-A el
4 HZ = . . (19)
—eI  A—xI —el 1A +yl

Der Schliissel zum Algorithmus ist, dass die imaginédren Eigenwerte
der Matrix H, alle Schnittpunkte von 0o mit einer gedachten durch
x gehenden vertikalen Linie enthalten. Die Funktion vertikaleSuche
aus Listing 8 nutzt diese Tatsache und liefert uns alle Schnittpunkte in
vertikaler Richtung. Jetzt bewegt sich der Algorithmus in horizontaler
Richtung weiter und plottet immer alle gefundenen Schnittpunkte.
So ergibt sich peu a peu die Niveaukurve zum eingangs festgelegten
€. Theoretisch kann man an dieser Stelle aufhdren; und auch in der
Praxis ergeben sich so schon brauchbare Plots, jedoch wird das Ergeb-
nis voller, wenn auch noch horizontal gesucht wird, wéhrend sich
der Algorithmus parallel zur imagindren Achse bewegt. Die Funk-
tion horizontaleSuche wertet die imaginédren Eigenwerte der Matrix
H, aus. Sie findet sich in Listing 9. Es folgt eine Implementierung, die
eine Niveaukurve zu einem Parameter eps (fiir €) zur Eingangsmatrix
A mit Schrittweite res produziert.

H, =

function [] = hamiltonianPlotLevel(A, eps, res)
%Finde den groessten und kleinsten Eigenwert.

eigs = eig(A);
maxEig = max(eigs);
minEig = min(eigs);

%Lege zwei Strecken x und y fest.
X = (real(minEig) - 10xeps):res:(real(maxEig) + 10xeps);

28 Siehe auch Gleichung 37
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2.2 PSEUDOSPEKTREN UND DAS EINSCHWUNGVERHALTEN 21

y = (imag(minEig) - 10*eps):res:(imag(maxEig) + 1O0xeps);
%Loese die Eigenwertprobleme entlang der Strecke x.
for i = 1:1:length(x)
treffer = vertikaleSuche(A,eps,x(i),res);
for j = 1:1:length(treffer)
plot(x(i),treffer(j));
hold on;
end
end
%Loese die Eigenwertprobleme entlang der Strecke y.
for 1 = 1:1:1length(y)
treffer = horizontaleSuche(A,eps,y(i),res);
for j = 1:1:length(treffer)
plot(treffer(j),y(i));
hold on;
end
end
end

Listing 6: Eigenwert-Methode zum Berechnen einer Niveaukurve.

Dieser Algorithmus findet die Niveaukurve e = 0.45 der gallery
('grcar’,50,3)-Test Matrix in etwa 33s. Und ist damit fast 3-mal so
schnell wie der Kurven-Nachverfolgungs-Algorithmus der 94s benoétigte,
ein zusétzlicher Vorteil ist, dass keine Oszillationsprobleme auftreten.

2.2 PSEUDOSPEKTREN UND DAS EINSCHWUNGVERHALTEN

Normale Matrizen folgen in ihrem Verhalten im Wesentlichen dem,
was man anhand des Spektrums erwarten wiirde. Im Fall von nicht-
normalen Systemen fiithren Schliisse, die allein aus dem Spektrum
gezogen werden, in die Irre. Zuallererst ist es jedoch wichtig, den
Grad des nichtnormalen Verhaltens eines Systems A quantifizieren
zu konnen. Dies passiert tiber die Konditionszahl *9:

k= [SIIS™"| = smax(S)/Smin(S). (20)

In dieser Gleichung bezeichnet s, qx den grofiten und sy, in den kleins-

ten Singuldarwert. Die Matrix S steht, wie schon in Kapitel 1, fiir die
Eigenvektormatrix von A, deren Konditionszahlen bestimmt werden

sollen. S ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Eigenvektoren

normiert werden. Die eindeutige Losung ist jedoch nicht automa-

tisch die mit dem kleinstmoglichen «, jedoch ist sie maximal um

den Faktor /N grofer als sie 3°. Es gilt immer k > 1. Wenn das N bezeichnet die
Bezugssystem normal ist gilt, kK = 1, denn im normalen Fall lasst ~ Dimension des
sich per Definition ein orthogonales System finden. Da dieses an- Problems.
schlieBend normiert wird, gilt: 1 = ||ST|| = ||S™"|| = ||S||. Die Kon-

ditionszahl ermoglicht es lediglich vorherzusagen, ob nicht normales

29 Trefethen und Embree [27] Seite 19
30 Trefethen und Embree [27] Seite 19
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Ein moglicher Pfad
I'=030c(A)

le

mit A =D und
e =0.38.

zt| — eRe(zt) —
etRe(z)

DAS PSEUDOSPEKTRUM

Schwungverhalten auftreten wird und ob dieses eher intensiv oder
eher schwach ausgepragt sein wird. Genauere Abschidtzungen sind
nicht moglich. Daher wurden Ungleichungen entwickelt, die es er-
moglichen genauere Abschidtzungen nach oben und unten zu treffen.
Es folgt eine kommentierte Herleitung zweier niitzlicher Ungleichun-
gen aus bekannten Gleichungen, die das Zusammenspiel von e*A und
(A —zI)~ " niher beleuchten 3. Eine bekannte Beziehung ist 3*:

1
tA zt(, —1
e =5 ﬁ et (z—A) 'dz. (21)

Hinter dem Ausdruck verbirgt sich die Moglichkeit e'* auszurech-
nen, indem man einen geschlossenen Pfad I" in der komplexen Ebene
entlang lauft, unterwegs iiber e**(z— A)~! integriert und abschliefend
mit ﬁ multipliziert. Der Pfad I' muss alle Eigenwerte in mathe-
matisch positiver Laufrichtung einschliefSen, also das Spektrum um-
fassen. Zusatzlich muss er geschlossen sein. Um von Gleichung 21 auf
eine Obergrenze fiir |e*A|| zu kommen, beginnt man damit, auf bei-
den Seiten Normstriche zu setzen. Berticksichtigt man, dass Iﬁl =

|5-| = 5, dann kommt heraus:

e = 521§ et (z— A" dzl.
Nachdem man die Normstriche in das Integral gezogen hat, wird in
einem ndchsten Schritt z so gewdhlt, dass Re(z) so grof$ wie moglich
wird, aber nicht auflerhalb des Pseudospektrums liegt. Der Realteil
eines solchen z heifst auch Spektralabzisse und wird dann als «.
geschrieben. Mit Re(z) = . wird auch die Exponentialfunktion ||e*!||
maximal. Wird anschlieflend noch der Pfad I' gleich einer Grenze
des Pseudospektrums 0o (D) gewihlt, dann bleibt der Ausdruck

|(z—A)~1| konstant gleich 1. Es ergibt sich mit L. als Pfadlinge
33.

] et(xe (A)

e < ‘Le. (22)

2 €
Ungleichung 22 stellt eine Obergrenze fiir das Einschwungverhalten
eines beliebigen Systems dar.

Logischerweise besteht auch Interesse daran, Untergrenzen abzu-
schitzen. Die Herleitung einer Ungleichung zu diesem Zweck geht
von folgendem Zusammenhang aus 34:

(z—A)" ' = J e *te'Adt mit Re(z) > 0, 0(A) in linker Halbebene.
0

31 Nach Lindner [unveroffentlichte Gesprachsnotiz] sowie Trefethen und Embree [27]

149-151

32 Trefethen und Embree [27] 149
33 Trefethen und Embree [27] 150
34 Trefethen und Embree [27] Seite 149
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2.2 PSEUDOSPEKTREN UND DAS EINSCHWUNGVERHALTEN 23

(23)

Zuallererst wird ein Hilfsausdruck M = sup;_ <. letA|| definiert.
M gilt fiir 0 < t < 71, jedoch wiirde man den Zeitbereich jetzt gerne

verschieben. Nach einem Blick auf den Zeitstrahl ergibt sich: Zeitstrahl zu M
t t
T o T
et = lle* ™| < e [le™|l < M2, o

weil |[e*®| < M und |e™| = M. . Wird diese Beobachtung verall-
gemeinert, dann kommt heraus 35:

sup e <M, §=0,1,2,... (24)
jT<t<G+1)T

Jetzt ist es an der Zeit, sich an Gleichung 23 zurtickzuerinnern. Das
Integral zerlegt man in unendlich viele Teile der Lange T

0 ®  r(j+1)T
(z—A)" ! = J e ZtetAdt = ZJ e ZtetAdt.
0 j=0 jT
Danach wird Ungleichung 24 und Re(z) = a eingesetzt:
0 (j+1)T _
A<y | e a

j=0")

Im néchsten Schritt wird MA™ aus dem Integral herausgezogen und
dieses dann ausgerechnet. Anschliefend wird e~ %t ausgeklammert:

0o i G+t 00 i . 1—eat
+ —at _ +1_,—ajT

> M J etdr=) Miflem Tt

j=0 )T j=0

Jetzt lasst sich M ausklammern und die geometrische Reihe anwen-

den. Dies ist nur moglich, wenn der Betrag des Ausdrucks in der Die Summe der
Summe kleiner eins ist 3°, also muss [Me 97| < 1 oder M, < €97 unendlichen
angenommen werden. Das ist unproblematisch, denn im anderen Fall g{z%m;sﬁhinﬁha
M- > e, gilt Ungleichung 25 auf jeden Fall37: oo (I)q\ <19

1—e 97 > s 1 —eT At M.
MT];)(MTe aty = T T ML

a
Dann werden beide Seiten mit a multipliziert und anschlieflend rechts

umgestellt:

M~ et 1
1—Me 9T  eaT/M.—1

a|(z—A)7"| < (1—e97)

35 Nach Lindner [unveroffentlichte Gesprachsnotiz]
36 Kleine Enzyklopddie Mathematik [23] Seite 426
37 Trefethen und Embree [27] Seite 152
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24 DAS PSEUDOSPEKTRUM

Abschliefend wird a||(z— A)~'|| zu K zusammengefasst, ein letztes

Mal umgestellt und die Hilfsdefinition M. = sup |e*”| eingesetzt

o<tgT
38.

tA aTt et —1
sup |e™]| = e /(1+
o<tgT K

). (25)

Eine Untergrenze fiir Schwingungsvorgiange ist hergeleitet. Im Fol-
genden wird sie im Gegensatz zu Untergrenzen aus der Eigenwert-
theorie, , Pseudospektralgrenze”genannt.

Nun soll anhand der zwei Beispielmatrizen C und D der Effekt der
Nichtnormalitidt veranschaulicht werden.

-3 2 3 -3 8 0
C=|0 —-2+2 1 , D=10 —1+4+2 7
0 0 —2-2i 0 0 —1-2i

Die Realteile aller Eigenwerte beider Matrizen sind negativ. Die Spektral-
Abszissen beider Matrizen sind damit auch negativ, denn die Spektral-
Supremum und ~ Abszisse ist das Supremum der Realteile der auftretenden Eigenwerte

Maximum 39 sie wird als «(A) notiert, damit erhilt man die Eigenwertgrenze 4°:
unterscheiden sich

darin, dass das

Supremum auch tA| 5 ta(A) s _ )
Werte erlaubt, die ||e H =€ mit “(A) - ilég(Re(Z) VIS G(A))- (26)

nur asymptotisch

erreicht werden.  Fiir ||e“t|| und ||eP!|| wiirde man also schnelles Abklingen erwarten.
Jedoch widerspricht Abbildung 7 diesem Befund. Die auf Basis der
Eigenwerte gefundenen Untergrenzen (rot) geben das tatsdchliche
Verhalten nur unvollstandig wieder. Einen ersten Eindruck bringt die
Konditionszahl. Fiir C ist k =3.2576, bei D ergibt sich k =38.8086.
Ein Blick auf die Pseudospektren in Plot 7 zeigt, dass die Niveaukurve
zu 0.6 ( ) in die rechte Halbebene im Plot von Matrix D hertiber-
reicht. Fiir Matrix C ist das nicht der Fall. Anhand dieser Beobach-
tung lassen sich Pseudospektral-Abszissen berechnen, die es ermog-
lichen, das Verhalten beider Matrizen noch besser einzuschitzen 4*.
Die Pseudospektral-Abszisse ist das Supremum des Realteils der Ni-
veaukurve 00, 4*:

e =sup(Re(z) : z € 0e(A)). (27)
zeC

Die folgende Ungleichung ermdglicht es, eine untere Grenze des Schwing-
ungsverhaltens in Abhédngigkeit von der Zeit T, der Eingangsmatrix

Ungleichung 28 A und der Grofse des Pseudospektrums e zu plotten 43:

ergibt sich aus 25,
mit groftmoglichem 38 Trefethen und Embree [27] Seite 151

a=oe und 39 Trefethen und Embree [27] Seite 136

K=o /c 40 Trefethen und Embree [27] Seite 150
41 Burke et al., [6]

42 Trefethen und Embree [27] Seite 136

43 Trefethen und Embree [27] Seite 151
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2.2 PSEUDOSPEKTREN UND DAS EINSCHWUNGVERHALTEN

—4
4 4 2 0 2 4

Abbildung 7: Plot des Schwungverhaltens ||e'4|| der Matrizen A = C (links)
und A = D (rechts) mit zugehorigem Pseudospektrum. Eigen-
wertgrenzen sind in rot, auf Basis von € = 0.6 berechnete
Pseudospektralgrenzen sind griin dargestellt.

eocefr
sup |le"t| > (28)

o<tgT 1+

eXeT—1"

xe/€

Ungleichung 28 bedeutet, dass die Transiente ||e'4|| (blau in Abbil-
dung 7) zu einem Zeitpunkt vor T grofler sein muss als der Aus-
druck auf der rechten Seite (einer der griinen Punkte in Abbildung 7).
Mithilfe dieser Grundlage ist eine Funktion zum Errechnen der einzel-
nen Grenzwerte in Matlab konzipierbar:

function [grenze] = pseudoLowBound (tau,A,eps)
%spseudoLowBound (t,A,eps)

% liefert Grenzwerte nach Gleichung 17

% t : Der Zeitvektor

% A : Die Matrix zu der Grenzwerte gefunden werden sollen.

% eps : Legt die Groesse des Pseudospektrums fest.

% Nutze Burke et al.s Funktion zur bestimmung der Pseudo-
Abszisse:

[alpha,z] = pspa_2way(A,eps,0,0,0)

o°

Berechne die Obergrenzen:
for i=1:1:1length(tau)
grenze(i) = exp(alphaxtau(i))/(1 + (exp(alphaxtau
(i)) - 1) / (alpha/eps));
end

Listing 7: Funktion zur Berechnung der Grenzwerte einer Transiente einer
Matrix.
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Tabelle 1 kann nur
als grober Indikator
dienen, da sich die
Inhalte der
Datenbanken in
Teilen iiberlappen.

DAS PSEUDOSPEKTRUM

Die vorgestellte Methodik ermoglicht es, das Verhalten eines Sys-
tems abzuschdtzen, ohne das Pseudospektrum dezidiert plotten zu

miussen.

2.3 HISTORISCHE EINORDNUNG DES THEMAS

Im folgenden Abschnitt soll eine historische Einordnung der The-
matik versucht werden. Tabelle 1 vermittelt einen ersten Eindruck
zum zeitlichen Verlauf der Forschungsintensitit auf diesem Themenge-
biet. Leider fallen unter dem Label ,Pseudospektren” eine Reihe ver-

Zeitraum | MathSciNet | WebOfScience | IEEE Explore
1950-1960 0 0 0
1960-1970 2 0 0
1970-1980 3 6 0
1980-1990 71 70 2
1990-2000 234 601 44
2000-2010 275 1255 178
Tabelle 1: Publikationen zu Pseudospectr* in verschiedenen wis-

senschaftlichen Datenbanken.

schiedener mathematischer Konzepte zusammen. Der Terminus Pseu-
dospektrum wird in westlicher Literatur auch in einem statistischen
Kontext verwendet, um z.B. stochastische Prozesse besser zu verste-
hen #4. Statistische ,Pseudospektren” haben jedoch mit denen aus
der Algebra nichts gemeinsam. Zusitzlich existiert sowjetische und
westliche Literatur in der ,Pseudospektren” im Kontext von Differ-
entialgleichungen 45 verwendet werden. Die Konzepte sind ebenfalls
nicht verwandt.

Das Interesse an der Thematik im Sinne dieser Bachelorarbeit hat
wahrscheinlich in der Mathematik begonnen. Die mathematische Daten-
bank MathSciNet der American Mathematical Society, die in Teilen
auch europdische und sowjetische Publikationen erfasst, enthalt die
ersten Eintrdge zum Thema. Es folgen die Naturwissenschaftler (Web-
OfScience) in den siebziger Jahren und schliefllich die Ingenieure
(IEEE Explore) in den achtziger Jahren. Seit ihrer Konzeption sind
Pseudospektren in den mannigfaltigsten Gebieten zum Einsatz gekom-
men, die grofiten Anwendungsgebiete liegen wohl in der Mathematik,
Physik und den Ingenierswissenschaften 4°.

Inhaltlich kam es zur Entwicklung von Pseudospektren von der
mathematischen Seite durch James Varah in Stanford und an der

44 Hatanaka [12]
45 Mihajlovi¢ [21] und Pasciak[22]
46 Web of Science Core Collection, Research Areas by record count

[19. August 2014 um 11:20 — Bachelorarbeit Version 1.0 ]



2.3 HISTORISCHE EINORDNUNG DES THEMAS

University of British Columbia 47. Varah definierte Pseudospektren
unter dem Titel r-approximierte Eigenwerte und Vektoren in seiner
Master-Arbeit 1967 in Stanford 4 und griff die Idee in einer Arbeit
zur Sylvester-Gleichung 1979 wieder auf.

Unabhingig von Varah arbeitete Henry Landau in den Bell Lab-
oratories an Lasern und Resonatoren. Im Zuge seiner Arbeiten in
physikalischem Kontext definierte er e-approximierte Eigenwerte und
Vektoren um 1975 49.

Ausgehend von Arbeiten Varahs forschte James Weldon Demmel
in New York an Fragestellungen um Matrix-Stabilitdt. Dabei konnte
er einen frithen Plot eines Pseudospektrums produzieren 5°.

Schliefllich begann Trefethen, zum Thema zu publizieren und die
Thematik einer grofieren Leserschaft zuganglich zu machen. Vermut-
lich geht die Namensgebung Pseudospektrum im Kontext linearer
Algebra auf ihn zurtick.

47 Varah, [28] Seite 5

48 Trefethen und Embree [27] Seite 41

49 Landau, [19] Seite 1 sowie Trefethen und Embree [27] Seite 44
50 Demmel, [10] Seite 3
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PSEUDOSPEKTREN IN DER REGELUNGSTECHNIK

In der Regelungstechnik wird der Einsatz von Pseudospektren erst
im Bezug auf Zustandsraum-Modelle sinnvoll. Allgemein stellt man
ein Zustandsraum-Modell wie folgt auf *:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t). (29)

In einem allgemeinen System werden die moglichen m-Eingange im
Eingangsvektor u € R™ gesammelt. Die l-Ausgdnge beschreibt der
Ausgangsvektor y(t) € R'. Der Vektor x(t) € R™ heifit Zustandsvek-
tor, A € R™*™ bezeichnet die Systemmatrix, B € R™*™ steht fiir die
Eingangsmatrix, C € R'*™ ist die Ausgangsmatrix und zuletzt sym-
bolisiert D € R**™ die Durchgangsmatrix.

Betrachtet man nur jeweils einen Ausgang sowie Eingang, dann sieht
man sich einem Single-Input Single-Output (SISO) System gegentiber.
In physikalisch realisierbaren Systemen, wird die Durchgangsmatrix
stets mit Null angenommen. Das Zustandraum-Modell vereinfacht
sich dann zu*:

x(t) = Ax(t) + bu(t), y(t) = ex(t) (30)

In diesem Fall ist A eine Matrix, b und ¢ sind Vektoren.
Pseudospektren konnen den klassischen Ansatz sinnvoll ergédnzen.
Wurzelortskurven und Pseudospektren hingen {iiber die Systemma-
trix A zusammen. Aus einem Zustandsraum-Modell ldsst sich die
Ubertragungsfunktion H(s) erzeugen, indem man das Zustandsraum-
Modell Laplace transformiert. Da in der Regelungstechnik immer alle
Anfangsbedingungen mit 0 angenommen werden, gilt 3:

sx(s) = Ax(s) + bu(s)
Lost man fiir x(s), dann erhilt man:
x(s) = (sI—A) " "bu(s)

Jetzt bietet es sich an, in die zweite Gleichung des Zustandsraum-
Modells einzusetzen:

y(s) =c(sI— A)"Tbu(s)

Die Ubertragungsfunktion ist definiert als H(s) = y(s)/u(s). Division

1 Werner [29] Seite 2
2 Werner [29] Seite 2
3 Werner [29] Seite 14

31
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Hiiufig ist man an
Polstellen von
Systemen zweiter
Ordnung H(s) =
K- o wn
sZ+28wnstw?
interessiert. Nach
Schluss des
Regelkreises liefert
die pgq-Formel
81/2 = 75,(1)11 +
iwn/(1+K) —&2.
Beim Plotten der
Pole ist die Wurzel
besonders wichtig.
Daher spricht man
vom Wurzelort.

Je nach Quelle findet
sich G(s) oder H(s),
es gilt G(s) = H(s).



32

Zur
Storungsanfilligkeit
siehe auch die
Gleichungen 10 und
11 aus Kapitel 2.

PSEUDOSPEKTREN IN DER REGELUNGSTECHNIK
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Abbildung 8: Aufbau der Torsionsregelstrecke.

durch u(s) ergibt 4:
H(s) = c(sI—A)"'b. (31)

Um den Zusammenhang zwischen den Polen der Ubertragungsfunk-
tion und den Eigenwerten der Systemmatrix zu verdeutlichen, wird
die Resolvente (sI —A)~! umgeschrieben in 5:

(sI—A)~! adj(sI—A). (32)

1
~ det(sI—A)
Wenn man jetzt den Nenner dieser Form gleich Null setzt, kommt
man auf die Pole. Man erhilt:

det(sI—A) =0. (33)

Die Pole der Transferfunktion sind also die Eigenwerte der System-
matrix. In der Regel kommt es zu Abweichungen in der Systemmatrix
zum Beispiel aufgrund von Ungenauigkeiten in der Fertigung einer
Maschine, deren Verhalten von der Matrix A beschrieben wird. Da
die Eigenwerte der Systemmatrix die Pole der Transferfunktion sind,
lasst sich die Pseudospektraltheorie anwenden, um zu entscheiden,
wie anfillig verschiedene Eigenwerte fiir Ungenauigkeiten sind. Im
Folgenden soll dies am Beispiel einer sich selbst tordierenden Regel-
strecke veranschaulicht werden ®. Ausgehend von vorgegebenen Dif-
ferentialgleichungen soll ein Zustandsraum-Modell hergeleitet wer-
den. Die Systemmatrix A kann dann anschliefSend analysiert werden.

Werner [29] Seite 6

Werner [29] Seite 6

Die Torsions-Regelstrecke sollte im Proseminar Regelungstechnik modelliert wer-
den. Im Folgenden wird ein System verwendet, welches aus diesem Model-
lierungsprozess hervorgegangen ist.
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PSEUDOSPEKTREN IN DER REGELUNGSTECHNIK

Das in Abbildung 8 dargestellte System wird ausgehend vom zweiten
Newtonschen Gesetz in Winkelbeschleunigungsform von folgenden
Gleichungen beschrieben:

T=7167+d107 + k(07 —02),

0=7202+d20; — k(07 —02) + k(02 —03),
0= ]393 + d39.3 +k2(05 —0>2).

T beschreibt das Motor-Drehmoment, J; steht fiir das Massentragheitsmo-

ment der iten Platte, 6; symbolisiert den Rotationswinkel der iten
Platte, d; beschreibt den Dampfungskoeffizienten der auf die ite Plat-
te wirkt und schliefilich bilden k; und k, die Federsteifigkeit der un-
teren und der oberen Torsionsfeder ab. Durch Umstellen dieser Glei-
chungen in Zustandsraum-Form 30 erhélt man fiir die Systemmatrix
A:

0 1 0 0 0 0
1 d k
T Th T o 0 0
0 0 0 1 0 0
A: h 0 _k]+k2 _Q ﬁ O (34)
J2 J2 Ja J2
0 0 0 0 0 1
k k d
0 0 T O -5 -5

Setzt man jetzt die numerischen Werte J; = 0.0091, J, = 0.0084, J3 =
0.0075, dy =0.0028, d; = 0.0007 = d3, k1 = 2.8234 und k, = 2.6728
ein, dann ldsst sich das System analysieren. Im Hinblick auf den Ein-
fluss der Verstirkung auf das System kann dies mit der iiblichen
Waurzelortskurve geschehen. Aufgrund der Zusammenhinge 31 und
32 lassen sich auch bei Betrachtung des Pseudospektrums der Eigen-
werte von A Schliisse ziehen, die mit den Resultaten der klassischen
Methoden vergleichbar sind. Das Pseudospektrum liefert zusatzliche
Informationen beziiglich des Einflusses von Abweichungen auf das
System. Im aktuell betrachteten Beispiel liegen die Eigenwerte der
Matrix A in der Ndhe der imagindren Achse und einer im Ursprung.
Wollte man dieses System gegen den Einfluss ungenauer Produk-
tion absichern, wiirde man intuitiv meinen, der Eigenwert im Ur-
sprung stelle ein grofies Problem dar, denn schliellich reicht hier
schon eine winzige Verschiebung nach rechts und das System ist in-
stabil. Aus dem rechten Plot in Abbildung 9 geht jedoch hervor, dass
der Eigenwert im Ursprung erstaunlich robust gegeniiber Fehlern ist,
und dass Mafinahmen, die die Eigenwerte mit groflem Imaginarteil
nach links verschieben, angebracht sind. Verschiebt man die Eigen-
werte mit grofsem Realteil nach rechts, so sinkt bei konstantem e die
vom Pseudospektrum umschlossene Fldche in der rechten Halbebene
und damit die Wahrscheinlichkeit, dass zufillige Stérungsmatrizen,
deren Normen kleiner als e sind, die Eigenwerte in die instabile
rechte Halbebene verschieben.
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01
02
02
03
03

Mit x =

eig(A) =

{—0.0595 +
31.42924,

—0.0595 — 31.42921,
—0.0987 + 18.2516i,
—0.0987 — 18.25164i,
0,

—0.1680 + 0.0000i }
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Abbildung 9: Plot des Schwungverhaltens ohne Regler (links) und des Pseu-
dospektrums (rechts).

3.1 BETRACHTUNG DES SCHWUNGVERHALTENS DER UNGEREGEL-
TEN TORSIONSREGELSTRECKE

Mit Hilfe der Eigenwertgrenzen aus Kapitel 2.2 ldsst sich auch die Sta-
bilitit des Ausdrucks ||eAt|| besser einschitzen. Das hier betrachtete
System verhilt sich in hohem Mafle nichtnormal, wie aus Plot 9 her-
vorgeht. Potentielle Regler konnen mit den vorgestellten Methoden
evaluiert werden, indem das Gesamtsystem aus Regler und Regel-
strecke auf nichtnormales Verhalten untersucht wird. Der Regler kann
dabei im Frequenzbereich mit konventionellen Verfahren entworfen
werden, anschliefend wird das Pseudospektrum der Matrix A des
Gesamtsystems betrachtet und der Einfluss der Nichtnormalitidt be-
urteilt.

3.2 STORUNGSPLOTS ZUM ABSCHATZEN DES EINFLUSSES EINZEL
NER BAUTEILE

Um aus dem Modell Schliisse auf die Realitit ziehen zu konnen,
reicht es nicht allein, abstrakte Storungsmatrizen zu untersuchen. Viel-
mehr ist der Effekt von Anderungen an einzelnen Bauteilen interes-
sant. So konnte beispielsweise der Effekt einer steiferen unteren Fe-
der beurteilt werden. Dazu wurde k; zwischen 1.5 und 3.5 variiert, es
gilt k1 € {1.5,1.6, ...,3.5}. In Abbildung 10 ist zu erkennen, dass die
Eigenwerte beim Erhohen der Federsteifigkeit sukzessive nach links
laufen. Dementsprechend wiirden wir ein stabileres System erwarten.
Diese Erwartung deckt sich mit dem Faktum, dass Federn weniger
stark schwingen, wenn ihre Steifigkeit erhoht wird.
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Abbildung 10: Plot der Eigenwerte der Systemmatrix bei ausschliefilicher
Storung der Systemgrofie k.
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Regelungstechnische Systeme werden durch Zustandsraume, wie in 29

beschrieben. Wenn mehrere Ein- und Ausgédnge betrachtet werden,
dann beschreibt Gleichung 31 die sogenannte Transfermatrix H(s).
Im Folgenden wird die Transfermatrix auf H(s) = (sI — A) verein-
facht. Es wird also die Durchgangs-Matrix D, sowie die Eingangs-
matrix B und die Ausgangsmatrix C vernachldssigt. Die vereinfachte
Gleichung beschreibt dennoch das betrachtete System addquat, wenn
die Durchgangsmatrix D verschwindet, in physikalisch realisierbaren
Systemen ist das immer der Fall 7, und die konstanten Matrizen B
und C kleine Normen haben. Die H,,-Norm dient in der Regelungs-
technik als Ma8 fiir robuste Stabilitit. Sie ist definiert als 8:

[Hl[oo = sup omax(H(s)) = sup omax(H(iw)) (35)
Res>0 weR

Robuste Stabilitdt bedeutet, dass man Systemstabilitdt gewéahrleisten
kann, obwohl bestimmte Systemparameter Schwankungen unterwor-
fen sind. Um trotz dieser Schwankungen Stabilitdt gewdhrleisten zu
konnen, miissen sich diese innerhalb gewisser Grenzen bewegen 9.
Typischerweise werden fiir Hy, zu Beginn eines Entwicklungsprozes-
ses Grenzen festgelegt, die das System erfiillen muss. Je robuster ein
System ist, desto kleiner ist seine Hy-Norm.

Da die Hoo-Norm in der Regelungstechnik eine wichtige Rolle spielt,

sind schnelle Methoden notwendig, um sie zu berechnen. Dabei ist
die Theorie der Pseudospektren besonders hilfreich. Denn aus Sicht
der Pseudospektraltheorie bedeutet Stabilidt, dass zu einem gewissen
€ die Grenzkurve 00 nicht in die rechte Halbebene hineinlauft. Oder
in anderen Worten muss die Pseudospektral-Abszisse, also der Real-

7 Werner [29], Seite 10
8 Boyd [3], Seite 1 und Werner [30], Seite 88
9 Werner [30] Seite 69
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teil des am weitesten rechts liegenden Punktes auf der Grenzkurve,
kleiner als Null sein. Im Bezug zur H,, Norm gilt *:

1
% <0 & [Hlo < - (36)

Um die H-Norm abzuschitzen, reicht es also, alternativ herauszufind-
en, ob die Pseudospektral-Abszisse kleiner als Null ist. Dazu lasst
sich ein Criss-Cross-Algorithmus verwenden ''. Dieser basiert auf
dem wiederholten Bestimmen der Schnittpunkte von 9o, mit hori-
zontalen (J) und vertikalen (+») Linien. In einem ersten Schritt wird
der Eigenwert mit dem grofiten Realteil, also die Spektralabszisse be-
stimmt. Ausgehend von diesem Punkt bewegt man sich von dort hori-
zontal weiter bis zum Schnittpunkt mit do. Der Realteil dieses Punk-
tes stellt einen ersten Kandidaten fiir o dar. Es sind aber bessere Lo-
sungen denkbar. Um noch genauere Losungen zu finden, wechseln
sich ab jetzt horizontale (criss) und vertikale (cross) Suche von Iter-
ation zu Iteration ab. Es werden wieder die vertikalen Schnittpunk-
te mit 9o gesucht. Die gefundenen Punkte werden in Zweiergrup-
pen zusammengefasst. Zu jeder Zweiergruppe wird ein Mittelpunkt
gebildet. Von jedem Mittelpunkt in 0. wird nacheinander horizon-
tal weiter gesucht. Das grofite Ergebnis dieser horizontalen Suche
wird Ausgangspunkt der ndchsten Iteration. Dieses Prozedere wird
wiederholt, bis eine zufriedenstellende Genauigkeit erreicht ist.

Bisher ist offen geblieben, wie eigentlich nach den Schnittpunkten
von 00 mit einer vertikalen durch den aktuellen Punkt gezogenen
Linie gesucht wird. Die vertikale Suche basiert auf folgender An-
nahme: Die Matrix (A — (x +iy)I) hat nur dann einen Singuldrwert €,
wenn iy ein Eigenwert von H, ist **:

—T
xI—A el
H, = . (37)
—el A—xI
Diese interessante Eigenschaft der Matrix H, ldsst sich aus den De-
finitionen der Eigen- und Singuldrwerte herleiten 3. Der Ubersicht

halber definiert man sich eine Matrix B = A — xI und einen Vektor
x = (x + iy). Diese Definition fiihrt auf:

=T
H, — <‘B e‘) . (38)
—el B

Burke et al. [6], Seite 2

Burke et al. [6]

Burke et al. [6], Seite 3 sowei Trefethen und Embree [27] Seite 399. Die beiden Litera-
turstellen unterscheiden sich in einem Minuszeichen. Burke et al. setzen ein Minus
bei Position H,; Trefethen und Embree bei Hy,. Hier wird die erstgenannte Notation
verwendet, da dann der Beweis besser funktioniert.

Siehe auch Byers [7], Seite 2
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Wenn iy € o(H,), also wenn iy Eigenwert ist, dann gilt:

(o) () (5 ) () ()

Im Wesentlichen steht hier Gleichung 1, sie lautete Ax = Ax. Werden
nun Matrix und Vektor multipliziert, und nur die obere Zeile betra-
chtet, so ergibt sich:

—B'u+ev=iyu
Umstellen und Ausklammern:

—(FT +1iyDu = —ev

Nach beidseitigem Multiplizieren mit —1 sowie Konjugieren und Trans-

ponieren der gesamten Klammer kommt abschlieflend heraus:

(B— in)Tu =e€v

(39)

Wenn u und v linker sowie rechter Singuldrvektor sind, dann hat die
Gleichung 39 die Form des Singularwertproblems A'u = sv . Damit
ist e nur Singuldrwert von (B —iyl) = (A —xI—1iyl) = (A —xI), wenn
iy Eigenwert von H, ist.

Mithilfe dieser Eigenschaft lasst sich die Matrix H, zur vertikalen
Suche nach Schnittpunkten mit einer Pseudopsektral-Niveaukurve
verwenden. Eine x-Koordinate dient dabei als Eingangsparameter, x
legt die Position einer vertikalen, also parallel zur imagindren Achse
verlaufenden Linie fest. Die y-Koordinaten aller Schnittpunkte der
Niveaukurve 0o mit der gedachten Linie sind im Spektrum o(H,)
enthalten. Der Algorithmus braucht also nichts weiter zu unternehmen,
als alle rein imaginédren Eigenwerte A aus dem Spektrum herauszusu-
chen und zu priifen, ob symin(A — (x +A) = €. In der numerischen
Praxis muss man diese Gleichungen zu Ungleichungen umschreiben.
Man priift also tatsdchlich [Re(A)| < tol und [smin(A—(x+A)) —€| <
tol. Das Kiirzel tol legt hier den Wert fest, bis zu dem Differenzen
und Realteile als ,,so gut wie Null” gelten. In Matlab konnte eine Im-
plementierung wie folgt aussehen:

function [hits] = vertikaleSuche(A,eps,x,tol)
dim = length(A);

%Definiere Schift Matrix.

B = A - xxeye(dim);

%Definire die Epsilon Matrix.

Eps = epsxeye(dim);

%Erstelle die Hamitlon’sche test Matrix.
testHam = [-B’ Eps; -Eps BI;

hits = [1];

14 Hogben [18], Abschnitt 58-1
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testSigma = eig(testHam);
spruefe fuer alle Eigenwerte
for k = 1:1:length(testSigma);
currentEig = testSigma(k);
%ist der Eigenwert imaginaer?
if abs(real(currentEig)) < tol
%Liegt dieser Punkt auf der Niveaukurve?
sigmin = min(svd(A-(x+currentEig)*eye(dim)));
if abs(sigmin-eps) <= tol;
hits(end+l) = imag(currentEig);
end
end
end

Listing 8: Eine mogliche Funktion zur vertikalen Suche.

Die horizontale Suche basiert analog zur vertikalen auf einem &hn-
lichen Theorem: Die Matrix (A —xI), hat nur dann einen Singuldrwert
€, wenn ix Eigenwert von H, ist *>:

T
H, — 1A —yl el (40)
—el 1A +yl

Die horizontale Suche unterscheidet sich von der vertikalen darin,
dass nun eine y-Koordinate die Position einer gedachten horizontalen
Linie festlegt. Die Eigenwerte o(H,) liefern potentielle x-Koordinaten.
Analog zur vertikalen Suche ergibt sich in Matlab beispielsweise:

function [hits] = horizontaleSuche(A,eps,y,tol)
dim = length(A);
%Definiere die Schift Matrix.
B =A - yxlixeye(dim);
%Definire die Epsilon Matrix.
Eps = epsxeye(dim);
%Erstelle die Hamitlon’sche test Matrix.
testHam = [1i*B’ Eps;-Eps 1ixB];
hits = [];
testSigma = eig(testHam);
%spruefe fuer alle Eigenwerte.
for k = 1:1:length(testSigma);
currentEig = testSigma(k);
%ist der Eigenwert imaginaer?
if abs(real(testSigma(k))) < tol
%Liegt dieser Punkt auf der Niveaukurve
sigmin = min(svd(A-(imag(currentEig)+yx*i)=*eye(dim)));
if abs(sigmin-eps) <= tol;
hits(end+1l) = (imag(currentEig));
end
end, end

Listing 9: Eine mogliche Funktion zur horizontalen Suche.

15 Burke et al. [6], Seite 5
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Abbildung 11: Die einzelnen Schritte des Criss-Cross-Algorithmus. Eigen-
werte sind schwarz. Die erste Iteration ist blau, die zweite
violett dargestellt. Treffer horizontaler und vertikaler Suchen
sind mit * markiert.

In Abbildung 11 sind zwei Iterationen dargestellt. Die Suche beginnt
typischerweise bei dem grofiten Eigenwert. Anschlieflend wird bei
dem Treffer mit dem grofiten Realteil der letzten Iteration weiter
gesucht. Ein Matlab-Script, in dem dies umgesetzt ist, findet sich im
Anhang in Listing 11. Der Algorithmus terminiert, wenn der Betrag
der Differenz der aktuell grofiten x-Koordinate und der aus der vo-
rausgehenden Iteration kleiner ist als ein vorgegebener Sollwert, also
wenn |x — xq1¢] < soll.
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.1 ZUSATZABBILDUNGEN

In diesem Teil des Anhanges finden sich im Rahmen dieser Arbeit
erstellte interessante Abbildungen, die im Text keinen Platz mehr ge-
funden haben.
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Abbildung 13: Trace  einer  Niveaukurve in dickem Blau der
gallery(’grcar’,50,3)-Test-Matrix (links). Beim Trac-
ing auftretende Oszillation (rechts). Beide Ausgaben
einer abgewandelten Form von Listing 5 wurden mit
Abbildung 12 unterlegt.
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.2 QUELLCODE

Im Rahmen dieser Arbeit entstandene Quellcode Dateien, die zu grof3
fiir den Fliefitext sind. Im sich anschlieffenden Listing findet sich der
in Kapitel 2 beschriebene Lanczos Algrithmus:

function [] = invLanc(A,x,y,dim,maxit)
%sinvLanc(A,x,y,maxit)

%Nach LNT Seite 375

%Berechne und plotte das Pseudospectrum mit
%inversen Lanczos-Iterationen.

tic;

m = length(x);
n = length(y);
N = dim(1);

%Schur-Zerlegung in obere Dreiecksform.
T = schur(A, "complex”)
%Laufe durch die komplexe Ebene in for-Schleife.
for k=1:m, for j=1l:n
%Beginne mit der iterativen berechnung des
Pseudospektrums
%Initialisiere Lanczos variablen.
T1 = (x(k)+y(j)=*i)=*eye(N)-T;
T2 = T1';
sigold = 0; qold = zeros(N,1); beta = 0; H = [1;
%Waehle einen zufaelligen genormten Lanczos
vektor.
g = randn(N,1)+ixrandn(N,1); q = g/norm(q);
%Fuehre Lanczos iterationen bis maxit aus.
%Ergebins equivalent zu min(svd(x(k)+y(k)*i-exe(N
)))
for p = 1l:maxit
%Berechne die Eintraege der
Bidiagonalmatrix H.

%sAchtung: a \ b = a~(-1) * b
%ziehe den alten Vektor
ab.
v = TI\(T2\q) - betaxqold;
alpha = real(q’'xv);
v = v - alphaxq;
beta = norm(v);
gold = q;
g = v/beta; % = v/norm(v);

%Setzte die neu gefundenen Eintraege in
die Vergleichsmatrix H ein.

H(p+1l,p) = beta;

H(p,p+l) = beta;

H(p,p) = alpha;

%Bestimme den groessten Eigenwert von H.
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try
sig = max(eig(H(1l:p, 1l:p)));
catch
%Wenn sig singulaer verwende 0. Denn -
log_10(0) -> inf.
warning('Berechnung von sig
gescheitert.”);
sig=0;
break;
end;
%Konvergenzkriterium wenn (sigold/sig-1)
<0.001 dann brich ab.
if abs(sigold/sig-1)<le-3

break
end
sigold = sig;
end
sigmin(j,k) = sqrt(sig);
end, end

toc;
contour(x,y,-logl0O(sigmin))

Listing 10: Inverser Lanczos-Algorithmus.

Eine mogliche Form des in Kapitel 3 beschriebenen Criss-Cross Algo-
rithmus:

%Matlab zum Verstaendis von Bruke et al.’s crissCross Algorithmus
clear all;

%Beispiel Matrix A
A=[10500; 0 -1-11 2 0; 06 0 -1+1i 3; 0 0 0 1-2i];

%X = 0.5:0.1:2;
%y = -3:0.1:1;
X = -3:0.1:2;
y = -3:0.1:2;

labels = 0.45;
drawPseudo (A, x,y,labels);
hold on;

eps 0.45;

dim length(A);
%setze eine Toleranz;
tol = 0.1;

%Finde die Eigenwerte

sigma = eig(A);

%Nimm den mit dem groessten Realteil.

sigmaMax = max(real(sigma));

%Suche von hier aus nach Schnittpunkten mit der Grenzlinie.
X = sigmaMax;

xalt = 0;
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while abs(x-xalt) > 0.01
%svertikale Suche.
vertHits = vertikaleSuche(A,eps,x,tol);
for 1 = 1:1:1length(vertHits)
plot(x,vertHits(i), 'r+")
hold on;
end
%Setzte x neu als den Mittelpunk aus vorherigen Treffern.
yToCheck = [];
vertHits = sort(vertHits);
for i=1:1:(length(vertHits)-1)
%Berechne potentielle x Startpunkte
potY = (vertHits(i)+vertHits(i+1))/2;
if min(svd(A-(x+1lixpotY)*eye(dim))) <= eps
yToCheck(end+1) = potY;
end
end
%Leere die Ergebnisliste der vertikalen suche.
vertHits = [];
horHits = [];
%Horizontale Suche
for i=1:1:length(yToCheck)
potHorHits = horizontaleSuche(A,eps,yToCheck(i),tol);
potHorHits sort(potHorHits);
%Das groesste Element steht am Ende.
horHits(end+1l) = potHorHits(end);
plot(potHorHits(end),yToCheck(i), 'r=")

hold on;
end
horHits = sort(horHits);
xalt = x;

x = horHits(end)
end

Listing 11: CrissCross-Algorithmus.
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COLOPHON

This document was typeset using the typographical look-and-feel
classicthesis developed by André Miede. The style was inspired
by Robert Bringhurst’s seminal book on typography “The Elements of
Typographic Style”. classicthesis is available for both IXIEX and LyX:

http://code.google.com/p/classicthesis/

Happy users of classicthesis usually send a real postcard to the
author, a collection of postcards received so far is featured here:

http://postcards.miede.de/
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VERSICHERUNG

Ich versichere hiermit diese Arbeit selbststandig angefertigt zu haben.
Literaturstellen anderer Autoren habe ich zitiert.

Hamburg, 19. August 2014

Moritz Wolter
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